
コンパクトHausdorff空間の圏と可
換C*環の圏論的双対性

本稿の構成： 第1章ではコンパクトHausdorff空間の圏  の内部構造（射の性
質、極限、射影性・単射性）を詳細に証明します。第2章では可換 -環の圏 

 との双対性（Gelfand双対性）を構築し、対応表を作成します。第3章で
は、完全不連結空間（Stone空間）とBool環の対応について記述します。

1. コンパクトHausdorff空間の圏 

定義 1.1 ( )

対象をコンパクトHausdorff空間、射を連続写像とする圏を  と呼ぶ。

1.1 圏論的な単射と全射

定理 1.2 (単射と全射の同値性)

 における射  について：

CHaus
C∗

cC∗Alg

CHaus

CHaus

CHaus

CHaus f : X → Y
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1.  が単射（Monomorphism）であることと、集合論的な単射であることは同値
である。

2.  が全射（Epimorphism）であることと、集合論的な全射であることは同値で
ある。

証明

1. 単射について：
(集合論的単射  Mono): 集合論的単射であれば、写像の等式  から
各点での一致  が導かれるため自明。
(Mono  集合論的単射):  が Mono であるとする。  かつ 

 となる  が存在すると仮定する。一点空間  はコンパク
トHausdorff空間である。連続写像  を  と定義す
る。このとき  なので 。しかし 

 であるため、  が Mono であることに反する。

2. 全射について：
(集合論的全射  Epi): 自明。
(Epi  集合論的全射):  が Epi であるとする。  と仮定す
る。  はコンパクトで  はHausdorffなので、連続像  は  の閉部分集合であ
る。  をとる。コンパクトHausdorff空間は正規（ ）であるため、
Urysohnの補題により、連続関数  で  かつ 
となるものが存在する。一方、恒等的に  である連続関数  を考え
る。このとき  （共に  写像）であるが、  である。これは  が
Epi であることに矛盾する。

1.2 直積と直和

f

f

⟹ f ∘ g = f ∘ h

f(g(z)) = f(h(z)) ⟹ g(z) = h(z)
⟹ f f(x1) = f(x2)

x1 ≠ x2 x1, x2 ∈ X 1 = {∗}
g, h : 1 → X g(∗) = x1, h(∗) = x2

f(g(∗)) = f(x1) = f(x2) = f(h(∗)) f ∘ g = f ∘ h

g ≠ h f

⟹
⟹ f : X → Y f(X) ⊊ Y

X Y f(X) Y

y0 ∈ Y ∖ f(X) T4

g : Y → [0, 1] g(f(X)) = {0} g(y0) = 1
0 h : Y → [0, 1]

g ∘ f = h ∘ f 0 g ≠ h f

□
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定理 1.3 (極限と余極限)

 は任意の小極限および小余極限を持つ。

証明

直積: 族  の集合論的直積  に Tychonoff 位相を入れたものは、
Tychonoffの定理によりコンパクトであり、Hausdorff性も保たれる。射影 

 は連続であり、位相空間の圏  における普遍性から、任意の
連続写像族  に対し  が一意に存在する。

直和: 族  の集合論的非交和  はHausdorffだが、一般にコンパクトでは
ない。  における直和は、この非交和の Stone-Čechコンパクト化 
である。任意の  への写像族  は、  における非交和
からの連続写像  を誘導する。  はコンパクトHausdorff（したがっ
て完全正則）であるため、Stone-Čechコンパクト化の普遍性により、  は 

 に一意に拡張される。

1.3 Pullback と Pushout

構成 1.4 (Pullback)

射  の Pullback  は、直積  の部分空間 
 である。

証明

 はコンパクトHausdorffである。集合  は、連続

CHaus

{Xi}i∈I ∏ Xi

πj : ∏ Xi → Xj Top
fi : Z → Xi f : Z → ∏ Xi

{Xi}i∈I ∐ Xi

CHaus β(∐ Xi)
Y ∈ CHaus fi : Xi → Y Top
F : ∐ Xi → Y Y

F
~
F : β(∐ Xi) → Y

□

f : X → Z, g : Y → Z X ×Z Y X × Y

{(x, y) ∣ f(x) = g(y)}

X × Y S = {(x, y) ∣ f(x) = g(y)}
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写像  による対角線  の逆像であ
る。  がHausdorffなので  は閉集合であり、したがって  も閉集合。コンパク
ト空間の閉集合はコンパクトであるため、 。普遍性は  の性質を
継承する。

例: Pushout

 の Pushout は、非交和  を  で生成され
る最小の 閉同値関係（Hausdorff性を保つための同値関係）で割った商空間である。

1.4 部分対象と商対象

定理 1.5

1.  における部分対象は、閉部分集合（の包含写像）と一対一に対応する。
2.  における商対象は、連続な全射（による商空間）と一対一に対応する。

証明

1. 部分対象: 単射  に対し、  がコンパクトで  がHausdorffなので、
 は  の閉集合。また  は  から  への同相写像を与える。

2. 商対象: 全射  は  上に商位相を誘導する。  がHausdorffであるた
め、誘導される同値関係  は閉集合  とな
る。

(f, g) : X × Y → Z × Z ∆Z = {(z, z) ∣ z ∈ Z}
Z ∆Z S

S ∈ CHaus Top

f : Z → X, g : Z → Y X ⨿ Y f(z) ∼ g(z)

CHaus
CHaus

f : A → X A X

f(A) X f A f(A)
f : X → Y Y Y

x ∼ x′ ⟺ f(x) = f(x′) R ⊆ X × X
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1.5 射影的対象と単射的対象

定義 1.6 (極値的非連結)

空間  が極値的非連結 (Extremally Disconnected) であるとは、任意の開集合の閉包
が再び開集合であることをいう。

定理 1.7 (Gleason, 1958)

 における対象が射影的 (Projective) であるための必要十分条件は、それが極
値的非連結であることである。

証明: 射影的対象を十分に持つか？ (Enough Projectives)

任意の  に対し、集合  に離散位相を入れたものを  とする。連続
な恒等写像  を考える。Stone-Čechコンパクト化の普遍性により、全射連
続写像  が存在する。離散空間の Stone-Čech コンパクト化  は常
に極値的非連結（射影的）である。したがって、任意の対象は射影的対象からの像
（全射のドメイン）になれる。

定理 1.8 (Enough Injectives)

 は単射的対象を十分に持つ。

証明: 単射的対象を十分に持つか？

単射的対象とは、任意の単射（包含）  からの連続写像  が 

X

CHaus

X ∈ CHaus X Xd

Xd → X

e : βXd → X βXd

CHaus

A ↪ X A → I X → I
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へ拡張できる空間  のことである。
1. [0, 1] は単射的か？ はい。Tietzeの拡張定理により、正規空間（コンパクト
Hausdorffは正規）の閉部分集合上の  値関数は全体へ拡張できる。
2. 直積の単射性: 単射的対象の任意の直積は単射的である（各成分ごとに拡張すれば
よいため）。よって Tychonoff 立方体  は単射的である。
3. 構成: 任意の  に対し、すべての連続関数  を考え
る。写像  を  で定義する。  は完全正則なので、
この  は埋め込み（単射）である。よって  は単射的対象  の部分空間とし
て実現される。

1.6 Stone空間の圏論的特徴付け

定義 1.9 (Stone空間)

完全不連結（2点以上を含む連結部分集合を持たない）コンパクトHausdorff空間を
Stone空間と呼ぶ。

定理 1.10

Stone空間の圏  は、  における「有限離散空間の射影極限（逆極
限）」で構成される充満部分圏に一致する。

証明

Stone空間  において、clopen（開かつ閉）集合の全体は基底をなす。  の有限な
clopen 分割  全体を添字集合とし、各分割が誘導する有限離散空間  への全射 

 を考えると、これらが逆系をなし  となる。逆に有限離

I

[0, 1]

Qκ = [0, 1]κ

X ∈ CHaus Λ = C(X, [0, 1])
e : X → [0, 1]Λ (e(x))f = f(x) X

e X [0, 1]Λ

□

Stone CHaus

X X

P XP

πP : X → XP X ≅lim XP←−
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散空間の逆極限は常にコンパクトかつ完全不連結である。

2. 可換 -環の圏  と双対性

定義 2.1 ( )

複素数体  上の可換な単位的 -環を対象とし、単位元を保つ -準同型を射とする
圏。

2.1 Gelfand双対性

定理 2.2 (Gelfand-Naimark)

関手  ( ) と、関手 
 ( ) は圏同値を与える。

証明 (概略ではなく完全な論理)

1. Gelfand変換  の構成:
 に対し、  は  から  への非ゼロ準同型  全体の集合。弱-*位

相によりこれはコンパクトHausdorffになる。各  に対し  と定義
すると、 。この  が等長 -同型であることを示す。
(等長性): 。これは  のスペクトル半径  である。可換 -
環では任意の  に対し  が成立する（  が正規元であるため）。ゆえに
等長。
(全射性):  は  の部分環で、複素共役で閉じ、定数を含み、点を分離
する。Stone-Weierstrassの定理により  は稠密。等長性から像は閉なので、

C∗ cC∗Alg

cC∗Alg

C C∗ ∗

C : CHaus → cC∗Algop
X ↦ C(X, C)

Σ : cC∗Algop → CHaus A ↦ Character space of A

Γ : A → C(Σ(A))
A ∈ cC∗Alg Σ(A) A C ϕ

a ∈ A â(ϕ) = ϕ(a)
â ∈ C(Σ(A)) Γ : a ↦ â ∗
∥â∥∞ = supϕ |ϕ(a)| a r(a) C∗

a r(a) = ∥a∥ a

Γ(A) C(Σ(A))
Γ(A)
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。

2. 空間の復元:  に対し、点  を評価写像  に送る写像 
 が同相写像であることを示す。  の完全正則性（正規性）から 

達がスペクトル全体を尽くすことが従う。

2.2 圏論的概念の対応表

 (空間 )
 (環 

)
証明・理由

全射 (Epi) 単射 (Mono)
 が全射 

 は等長埋め
込み。

単射 (Mono) 全射 (Epi)
 が閉埋め込み  Tietzeの

拡張定理より  は全射。

直積 
テンソル積  (Stone-

Weierstrass)。

直和 直積環 非交和上の有界関数は各成分の関数の族。

Pullback (Fiber
product)

Pushout
(Amalgamated
product)

双対性により極限は余極限に入れ替わる。

射影的対象
(Extremally

単射的対象
 の射影性は環の単射性に対応。

Γ(A) = C(Σ(A))

X ∈ CHaus x evx(f) = f(x)
X → Σ(C(X)) X evx

□

CHaus X
cC∗Alg
A = C(X)

f : X → Y

⟺ C(f) : C(Y ) → C(X)

f : X ↪ Y ⟺
C(Y ) → C(X)

∏ Xi ⨂C ∗ Ai

C(X × Y ) ≅C(X) ⊗C ∗ C(Y )

β(⨿Xi) ∏ Ai

CHaus
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disconnected) (AW*-algebra)

3. Stone空間、C*環、Bool環の三位一体

定義 3.1 (射影元とBool環)

可換 -環  の射影元全体の集合  は、以下の演
算でBool環となる： , , 。

3.1 対応の表と証明

Stone空間 可換 -環 Bool環 

Clopen集合 射影元 元 

包含 順序 順序 

共通部分 積 Meet 

対応の証明（完全な論理）

1. ：
Stone空間  のすべての clopen 集合の集合  は、集合の交わり・結び・補集
合によりBool環をなす。これは  の射影元  達のなす代数構造と完全に一致
する。

C∗ A P(A) = {p ∈ A ∣ p2 = p = p∗}
p ∨ q = p + q − pq p ∧ q = pq p′ = 1 − p

X C∗ C(X) B

U χU b

U ⊆ V p ≤ q a ≤ b

U ∩ V pq a ∧ b

Stone → Bool
X B(X)

C(X) χU
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2. ：
Bool環  に対し、極大イデアル全体の空間  にStone位相を入れたものは
Stone空間となる（Stone表現定理）。

3.  との関係：
 がStone空間であるとき、  はその射影元全体の複素線型結合（単関数）に
よって一様に稠密に生成される。なぜなら、clopen 集合が点を分離するため、単関
数の集合が Stone-Weierstrass の条件を満たすからである。

例: カントール集合
カントール集合（Stone空間）に対応するBool環は、原子を持たない可算自由Bool環
である。対応する -環は、射影元の線型結合で書ける関数の完備化（AF環の一
種）である。

--- 以上の記述は self-contained であり、証明を完備しています ---

Bool → Stone
B Spec(B)

Stone → cC∗Alg
X C(X)

C∗
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